Corrigé de quelques exercices sur les variables aléatoires

Exercices. :

Soient X une variable aléatoire (discréete) réelle $0x, A, P) et f une fonction convexe sur un
intervalle contenan¥ (2). On suppose qué& et f (X) sont d’espérance finie.
Montrer que l'on af (F (X)) < E (f (X)).
Lorsque de plug est strictement convexe, que signifie 'égalfté £ (X)) = E(f (X)) ?

Notons! l'intervalle de définition de la fonctiorf : ona X (Q2) C I.

Supposons, dans un premier temps §ueX ) est un pointintérieur &. Selon I'exercicel6. sur les
fonctions convexes, lafonctiohest dérivable a droite et a gaucheleX ) avecf, (£ (X)) < f; (E (X)).
Alors tout réela appartenant &f; (E (X)), f; (E (X))] esttel que

Veel, f(z)2a(r—E(X))+ f(E(X))
Fixant un tel réeky, on peut écrire
F(X) 2 a(X - E(X))+ [ (E(X))
Par croissance et linéarité de I'espérance (les espérdesesiriables aléatoires et f (X) sont supposées
exister ici), on obtient

E(f(X))ZaE(X - E(X))+f(E(X)) ouencore E(f(X))>f(E(X))

Supposons, dans un second temps, §UeX) est une extrémité dé, sans perte de généralité
son maximum. On a alorX < E(X), ou encoreX — E(X) < 0. Comme la variable aléatoire
X — E(X) est centrée, cela signifie qu€ est constante, égale & (X), presque sGrement. Notant
A={we Q| X (w)=E(X)}, '’événementA est presque certain et ainsi, selon le théoreme de transfert
ona
E(f(X)= > f@PX=2)=) f@PX=2)=) f(EX)PX=21)=[(E(X))

zeX(Q) €A €A

Ce qui précede est une preuve de l'inégalité de Jensen.

Enfin, supposong strictement convexe. Supposons gXien’est pas constante presque sGrement.
Avec les notations précédentes, la variable aléatpif&’) — f (F (X)) — a (X — E (X)) est positive,
d’espérance nulle donc nulle presque srement. @rest un élément d& (Q2), distinct deF (X)) et tel
que P (X = x) > 0, on a (par stricte convexité dg)

f) = F(E(X))>a(z - E(X))
ce qui entraine (& nouveau grace au théoreme de transfert)
E(f (X)) > f(E(X))

Par la contraposée, on en déduit quef sst strictement convexe ¢t(E (X)) = E(f (X)), la

variable aléatoireX est constante presque sdrement.

Exercice9. :
Soit (X,),cn+ UNe suite de variables aléatoires discrétes indépenddate®me loi centrées, a
valeurs dang—1, +1] .
2
Etablir la propriété ¥z € Ry, chx < exp (%) .

. A2
En déduire VA € Ry, Vx € [—1,+1], exp (A\x) < exp (;) + xsh A
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Montrer que siX est une variable aléatoire centrée a valeurs ¢lans+1], alors
2

UAER,. E <6AX> < exp <%> E <e_>\X) <exp (/\;>

Montrer que, siX est une variable aléatoire discréte a valeurs réelles, on a
V(a,\) € Rx R, P(X >a) < e ME (eM) (inégalité de Chernoy

1 & a?
_ZXi >a)] <2exp (——)
\/ﬁizl ) 2

Une astuce (& retenir) pour répondre a la premiéere questtatigiliser le développement en série
entiére des deux fonctions concernées. On a

+oo 22n 22 +°°x2n
Vr € Ry, chex =) —— — )=
reRoar=) g oo (3) =2 g

et il n’est pas difficile de vérifier que 'on a¥n € N, 2"n! < (2n)!. On en déduit donc

2
Ve € Ry, chx <exp <?>

Pour répondre a la question suivante, on peut penser a @xdkiconvexité de la fonctioaxp .
Soit (\,z) € Ry x [—1,+1]. Ecrivons

Montrer que 'ona :Vn € N*, Va e Ry, P (

14+ 1—=x
A\x = A -
r=——At—5—(=})
14+ 11—z . o . N s .
Comme et sont deux réels positifs ou nuls de somme égale la convexité de la fonction
exp ainsi que le résultat de la question précédente donnent
1 1-—
exp (Az) < ;xeA + 5 Te>

, A2
ou encoreexp (Az) < ch () + xsh (\) puisexp (Ax) < exp <?> + zsh A
Soit X une variable aléatoire centrée avaleurs daris+1] . Soit A € R;. Signalons que les deux
variables aléatoires®X et e=*X sont bornées et, par conséquent, ont une espérance. Diagpésstion

précédente, on a
2

A
exp (AX) < exp <?> + X'shA
. ) ) A2
Par croissance de I'espérance et, comkhest centrée, on trouve (eAX) < exp (;) . Comme—-X

2

o R R o A
vérifie les mémes hypothéses gi¥e on en déduitty (e*AX ) < exp 5

Soit X est une variable aléatoire discrete a valeurs réellesitetso) € R x RY.. En remarquant
I'égalité
(X >a) = {eAX > e)\a}
l'inégalité de Markov s’écrit
E (e)\X)

P(X >a)< o

Oou encore
P(X >a)<e ™ME (e’\X>
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Soit (n,a, ) € N* x Ri x R.. On commence par remarquer que I'on a

1 & a 1 — a

Par hypothese, la variable aleato#ez X; est centrée, a valeurs dapsl, +1]. On peut donc lui appli-
=1

. . 1 & a a
o L 1 N 4 4
quer I'inégalité précédente pourobteﬁlr(n ;:1 X; > ﬁ) < exp ( )\\/T_Z) (exp ( E X; ))

Parindépendance des variables aléataifesXs, . . ., X,,, donc des variables aléatoiresp <5X1) S, €XD <§Xn)
n n

o (o (350 ) = (o (36) ) =T (2 o (36)

2
Enfin, une inégalité obtenue précédemment dovine [1,n], E <exp (5X1>> < exp <%> puis
n n

1 — a a A2
Pl=>» Xi>2—|< “A——=+ =
(n ; ﬁ) P ( vn + 2n>

De la méme fagon, les variables aléatoireX’;, — X5, ..., —X,, vérifiant les mémes hypothéses
que X1, Xo, ..., X,, on obtient

P (% ; (-X;) > %) < exp <—>\% + g)

() 2o (15 2)

Pour conclure, on peut optim_iser la majoration obtenua@d’d'une étude de variations de fonction
ou remplacer (intuition)\ par a./n pour aboutir a
2
a
<2 -
o) <2 (-5)

1 n
Pll—=)» X;| >
(E
Exercicell. :

Soient X1, X, ..., X,, des variables aléatoires a valeurs dihsuivant la méme loi.
On posevw € Q, R, (w) = card ({ X1 (w), X2 (w),...,Xn(w)}).
Montrer que lona Va € N, E(R,) < a+nP (X1 >a).
Montrer queE (Ry) = o (n) quandn tend vers l'infini.
On suppose qué&’; a une espérance finie. Montrer gg R,,) = o (y/n) quandn tend vers I'infini.

on obtient

Finalement

Soita € N. Le résultat demandé est immédiatsk n, puisqueR, < a
On peut donc supposer< n. Comme les variables aléatoirés, X, ..., X,, suivent la méme loi, on a

nP (X ZP - E (kz 1{Xk>a}>
=1
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n
Pour conclure, il suffit de prouver I'inégalit®,, < a + Z Lix,>aq}- SOitw € Q. A renumérotation pres,

one (@) (@)
. ) Xi(w)<a,...,Xj(w) <a
HJE[[l’nII{ Xj+1(w >a7"’7XTL(w Za
Avec ces notations, on a alors
R, (w) = card({X1(w),...,Xn(w)}N[0,a—1]) 4+ card ({ X1 (w),..., Xpn (W)} NNN{k €N |E > a})

< at+n—j

n
ou encoreR,, (w) < a + Z lix,>a) (w) . D'oU le résultat, qui reste valable avecréel positif (en rem-
k=1
plaganta par |a] dans le raisonnement précédent).
Remplacons: par |/n] dans I'inégalité précédente. La continuité décroissaat® dionne

] > = > = == =
lim P (Xy > [Vn]) =P <QN {X1> Nﬁj}) P (X1 =+00)=0
ne
car X; est a valeurs danl. On en déduit le résultat voulu.
Supposons de plus qu€, posséde une espéerance finie. Selon un exercice (nusaétes feuilles)
sur les séries, la sérje, P (X, > n) converge puis, comme la suit® (X; > n)),, . €st décroissante, un

. L. . 1
autre exercice sur les séries (numérodes feuilles) donné® (X; > n) =o (| —

n

Soite > 0. En utilisant le premier résultat avec= |¢,/n|, on peut écrire

E(Ry) < [evn] +nP (X1 > |ev/n))
Par définition d’uno, on a

2
S

IngeN:VneN, n>ng= P (X1 > |evn|) <

(Xi> [evi)) < T

On fixe un telng. On a alors
vneN, n>ng= E(R,) <2yn
d'ou le résultat voulu.

Exercice2s. :

Soitp € ]0,1[. On répéte, de fagon indépendante, une expérience aléaoiaurs de laquelle un
évenement se réalise, a chaque fois, avec une probabilité égalédin noteX la variable aléatoire égale
au rang de la premiere réalisation de I'évenemérmt Y la variable aléatoire égale au rang de sa deuxieme
réalisation.

Déterminer la loi du coupléX,Y) et les lois marginales d& et deY.
Montrer queX etY ont une espérance et une variance et les calculer.
Apres avoir justifié son existence calculéov (X,Y).

Soitm € N\ {0, 1} : déterminer la loi conditionnelle d& sachant{Y = m}.

Pour tout entier naturel non nul notonss,, I'événement ’A estréalisé lors de la™¢ expérience’
et £, 'événement "A n’est pas réalisé lors de d"¢ expérience’.

Selon la réalisation de I'expérience, oXa(2) = N* U {+oc} etY (2) = (N*\ {1}) U {+o0}.

Déterminons la loi conjointe deX, Y) . Soit (n,m) € N*x(N* \ {1}) etconsidérons I'’événement
{(X,Y) = (n,m)}.
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Ou bienm < n etalors{(X,Y) = (n,m)} = 0.
Ou bienm > n. Dans ce cas
{(X,)Y)=n,m)}=E1N...NE,1NS,NE,1N...NEp_1NSy,
puis, par indépendance des événements, on obtient
P((X,Y) = (n,m)) =p* (1L —p)"

Par construction,X suit la loi géométrique de paramétpe & savoirG (p) (ou presque puisque
+oo € X (2)).

Ensuite, la famille({X =n}), .- €tant un systeme quasi-complet d’événements, pourrtout
appartenant &* \ {1}, ona

400 m—1
PY=m)=) P(X=nY=m)=>» p"1L-p" ?=m-1)p*1-p">
n=1 n=1
Ayant X ~ G (p), le cours donne
1 1—0p
E(X)=- V(X)= e
Ensuite calculons la fonction génératrice YleLa série entiérez P (Y =m)t™ aunrayon de
m=2
, 1 .
convergence égal ?— (strictement plus grand que). En outre
-Pp
1 1 *Z“’ 2 *Z“’ 2 (pt)”
vt e]—,+—[, Gy () =Y P(Y =m)t" = (p)* Y (m—1)((1-p)t)" > = —=——
l1-p 1-p oo — (1-(1-p)t)
Notamment7y est de classé™> sur {5 +1— , hotamment a des dérivées de tout ordre
-D - D

en 1, ce qui assure I'existence de moments de tout ordre de laedeatoireY, en particulier de son
espérance et sa variance.
Le calcul donne
1 1 2%t
Vte}—,Jr—[,G’ (t) = ——— GY (t) =
L=p 1=p|" " a—-pp*
Les formules du cours donnent alors

E<Y>:G'y<1>=§ v<Y>:Gg;<1>+ag,<1>_ag,<1>2:21pp

2p* (14 (1 —p)2t)
(1-(1-p)t)*

2

Ces valeurs s’interpretent assez bien puisque la loi gé@muétest une loi sans mémoire.
Commencons par justifier que la variable aléatdirg a une espérance. Selon le théoreme de trans-
fert, il s’agit de vérifier la sommabilité de la suite doullen P (X, Y') = (n,m))) , m)en- x(n+\f1}) - SOt

m e N\ {1}. La sériez nmP ((X,Y) = (n,m)) converge, puisque son terme général est nul a partir
n>1
d’'un certain rang. De plus

+o00 m—1 m2 (m - 1)
Y nmP (X =nY =m)= amp?(L-p)" " = ———=p"(1-p)""
n=1 n=
. L m?(m—1) , m—2 . - .
Ensuite la serlez — P (1-p) converge puisque, par exemple, la série entiére
m>2
Z m? (m — 1) 2™ 2 a un rayon de convergence égal.a

m>2
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Par conséquent, la suite double est sommable et le théo@senumation par paquets (que I'on
aurait ou utiliser directement puisque cette suite doustle@sitive ou nulle) permet de pour suivre le calcul

+o00 m2 m—
BxY) = Y P =(m) =Y Ty
(n,m)eN*x (N*\{1}) m=2
2 (1 _ ) I _
- p—(12 ) Z (mm—1)(m-2)+2m(m—1)(1-p)" 2=...= 3p2p
m=2
On en déduit
1—
Cov(X,Y)=E(XY)—E(X)E(Y) = p2p
Soitm € N*\ {1}. Ona
. PX=nY=m)  pPOl-p™?* 1
VTLE[[l,mfl]], P{y:m}(X—n)— P(Y:m) _(m_1>p2(1_p>m_2_m—1

En conclusion la loi conditionnelle sachaft’ = m} est la loi uniforme suf1,m — 1], résultat a
nouveau aisément interprétable.

Exerciceso. :

Soientp € 0, 1] et (X,,), .+ UNe suite de variables aléatoires indépendantes identintedis-
tribuées suivant la loi géométrique de parametr©n pose
Vn € N*, Y, =inf (X1, X2,..., X}) Zn =sup (X1, Xo, ..., X,) an =E(Yy) Bn =E (Zy)
Etablir la monotonie des deux suités,, ), .- €t (3,),en: -
Pour tout entier naturel non nul, exprimerq,, en fonction den.
Déterminer la limite d€3,,),,c+ PUis un équivalent dg,,.

Les suites(Yy,),,cn- €t (Zn),en- SONt clairement monotones, respectivement décroissantes
croissantes. Par conséquent il en est de méme des &ujtgs - et (3,),cn+ (€ventuellement a valeurs
dansIN* U {+o0} .

Soitn € IN*. Pour I'étude de telles variables aléatoires, il est judicig’exprimer les fonctions de
répartition (notion pas au programme de MP) des variabétaitesy,, et Z,,.

n

Soitk € N. Ayant{Y,, > k} = ﬂ {X; > k}, parindépendance des variables aléatakes . ., X,,,
i=1
ona

n

P, >k =][PX>k=[[Q-p"=01-p"
=1 =1
pUisP (Y, =k) =P (Yo >k—-1)—P Y, > k) =1 -p)* "1 —-@1-pm).
Ensuite la sériez: kP (Y, = k) étant convergente (& nouveau parce que le rayon de conegergen

k>1
de la série entiéri ka*~! est égal &), la variable aléatoird;, a une espérance et
k>1
—+00 1
—EY)=1-01-p"Y k@1-p*I  dou =
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Procédons de laméme maniére pour la variable aléatpir&oitk € N*. Ici {Z,, < k} = ﬂ {Xi <k}

et ainsi

P(Zy=k) = P(Z,<k)—P(Z,<k—-1)= (1_(1_p)k)"_ (1_(1_p>k_1>n

= (1= (1-0-p)") = (1- (1-0-2f)")
cette derniere écriture a pour but de préparer la justifinade I'existence de I'espérance dg. En effet,
on

1— (1 ~ (1 —p)k_l)n o~ on(l- p)F!

ce quiassure laconvergence de la s&riek (1 — <1 —(1- p)k_l)n> puis celle delaséri® kP (Z, = k)
k>1 k>1
(différence de séries convergentes), donc I'existencé&edpérance de7,,.

n
En vue d'alléger certains calculs, pour tout entier natkretotonsa,, , = 1 — (1 —(1 —p)k> .
Pour tout entier naturel non niN, on a

N N N N
Z kP (Z, = Z k(ang—1 — ank) = Z kap -1 — Z kay, i,
k=1 k=1

N-1 N-1
Z k+1 ank*Zkank—Zank NanN
k=0 k=1 k=0

Léquivalent precédent donn¥a,, fe 0. Par conséquent

— 00

b= B )= =S (1-(1-a-p")")
k=0

Remarque :le calcul dec,, et de3,, si I'on avait pu utiliser sans démonstration la formule (au

programme de PSI)
+oo
X)=> P(X>k

k=1
pour une variable aléatoire a valeurs d#is(vue en exercice avec CNS d’existence de I'espéranceé de
Pour obtenir un équivalent dé, quandn tend vers l'infini, on peut effectuer une comparaison
série-intégrale. La fonctionR, — R est continue (par morceaux), décroissante
t — 1-(1-(1-pH)"
et positive. On en déduit (outre la convergence de l'intégrpparaissant ci-dessous) I'encadrement

/o+oo (1-(0-0-p))d<s, <1+ /0+°° (1-(-a-p)")a

La formule de Bernoulli fournit

/O%O (1* (1*(1*p)t)n) dt:/()+w(1p)t;§(1(1p)t)jdt

et, apres avoir verifié la convergence des intégrales afgsant ci-dessous (quasiment "alavolée’ puisqu’on
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explicite des primitives des fonctions intégrées), on en ti

/0+oo (1-(0-0-p)")d

(1-(1-p")™"

n—1 1
jz_% In(1-p) [

n—1
1 1
ln(lp)jz_%jJrl

Jj+1

Reconnaissant une somme partielle de la série harmoniqudyauitit a

(notamment3,, — +0o0).
n—oo

Bn ~

~In (n)
In (1 - p)

|

—+00

0
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